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Exercice 1

On considere la fonction f : ¢ — e’. Cette fonction est dérivable sur I = [0;1] et

Correction Devoir maison n°9

vte (01, f(t)=¢

Donc pour ¢t € [0,1], 1 < f'(t) < e. On prend alors x € [0;1]. L’inégalité des accroissements finis donne

alors

Exercice 2

(x—0)x1

< f(x) = £(0) < (x — 0)e

@‘xﬁex—l Sex‘

On considere pour p € N* les fonctions suivantes :

1. Etude de la fonction f;.

{ fp(x) =14+ In(z + p)
hy(x) =z — fp(z)

On note (%,) la courbe représentative de la fonction f,.

(a) Ona f1(x) =1+ 1In(1+ z). On résout

Donc

l+2>0<«<—= -1

f1 est définie et dérivable sur |—1, 400

(b) On dérive la fonction f;. Pour tout = €] — 1, 400],

1
!/
x) = > 0.
fl@) = —
La fonction f; est strictement croissante sur | — 1, +o00[. On a les limites

lim fi(zx) =—0c0 et lim fi(z) =400

rz——1
>

T—+400

X

+00

Signe de f(x) +

Variations /
de f1

—0o0

+00

(c) Le développement limité en z = 0 de In(1 + z) a lordre 1 est (en notant e(x) une fonction
tendant vers 0 quand z tend vers 0.

Donc,

In(l+2z) =x+¢e(x)

Dérivabilité, étude de fonctions et suites.

M Leboucher



ECE1 Correction Devoir maison n°9 2019-2020

fi(z) =14z + ze(x).

(d) On en déduit que I’équation de la tangente en 0 est donnée par

(e) La fonction f; est de classe C? sur | — 1, +o00[. On calcule la dérivée seconde de f;. On a
(@) =~y <0
r)=——
! 1+
La fonction f; est donc concave sur | — 1, +00].

(f) La fonction f; étant concave sur | — 1, +00[, elle est en dessous de toutes ses tangentes.

‘La courbe %, est en dessous de sa tangente. ‘

(g) On trace la courbe avec la tangente en 0 et 'asymptote verticale en x = —1.

2. Etude d’une suite () e

(a) Ona hy(x) =2 — f,(x) =2 —1—1In(x + p). La fonction h, est dérivable sur |—p, +oo[ et
I z+p-—1

h(x)=1-— =
» (@) T+p r+p

Comme p > 1, pour tout x € |0, +0o0], h;(:c) > (. La fonction h, est donc strictement croissante.

D’une part, on a
h,(0) = =1 —1In(p) < 0.

D’autre part,

hp(x):x—l—ln($+p):x—l—ln(x(l—i—p/g;)):x(l_1_111(37) _1H(1—i—p/$)>

x x x
In(z 1 In(1 x
Or lim (z) = ( par croissances comparées, lim — =0et lim M = 0. Ainsi
T—+00 T—+00 T—>+00 x

lim h,(x) = +o0

T—r+00

Donc h, est continue et strictement croissante sur |0,4o00[, donc bijective de |0, +oo| dans
Et comme 0 appartient a cet intervalle, I'équation h, (x) = 0 a une unique solution «, sur
10, 400 .

Conclusion : | I'équation f, () = = admet une unique solution «, sur |0, +o00|
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(b) Ona fo1(z) =1+In(z+p+1)donc fpr1(apr1) =1+In(app +p+1) =, et
hy (1) = apr1 — 1 —In(aps1 +p) = (@p +p+1) —In (1 +p).
Et comme

@p+1+p‘|‘1 > api1 ‘|‘p
< In(ap1 +p+1) >In(aps +p)

hy (api1) >0

On a donc hy (apy1) > 0 = hy(a,) et comme la fonction h, est strictement croissante sur
10, +o0] et bijective alors a1 > .

la suite () est donc croissante.

peEN*

(¢) On compare les images par h,. D'une part, h, (o,) =0 et

hy (1410 (p) = L4+ (p) = 1= In(p+ 1+ In(p))
=ln(p) —In(p+1+n(p))

et comme

p+1+In(p)>p
<In(p) <ln(p+1+In(p))
h, (1+1n(p)) <0=hy (o).

Donc (h, strictement croissante)

Conclusion : |a, > 1+ 1n(p)| et par minoration,

lim o), = +o0
p——+00

3. Valeur approchée de a; .
On admet que le réel oy appartient a intervalle [1,3]. On définit la suite (uy),, . Par

Uy =1
{ Yn € N:uy = f1(uy)
(a) On montre par récurrence les propositions :
Py ={u, > 1}.
Intialisation : Pour n =0, on a ug = 1 > 1. La proposition &, est donc vraie.
Hérédité : On suppose la proposition &, vraie pour un certain rang n > 0. On a alors

u, > 1= f1(u,) > fi1(1) La fonction f; est croissante
——Up+1 Z 1+ 1n(2) Z 1

La proposition &7, est vraie. La suite de proposition (2,) est héréditaire.
Conclusion : On a

Dérivabilité, étude de fonctions et suites. M Leboucher
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(b)

‘VnEN,un > 1

1
On regarde si la dérivée est bornée par —. La question précédente (u, > 1 suggere que 'on doit

s’intéresser a l'intervalle [1, +oo[. D’apres la premiere partie,

1
/ —
fi(@) = 1+
Or, pour tout z € [1,+00[. on a 0 < f{(z) < 3 Donc

— f1 est de classe C! sur I = [1, 00|
1
— Ve el |f'(z) < 3

— VneN u, €leta; €1
Donc d’apres I'inégalité des accroissements finies

i) — )] < Jlun — o

c’est a dire

1
[Uny1 — ay] < ilun — |

On montre par récurrence les propositions :
1 n—1
P ={lwm -] < (5) )

1 -1
Intialisation : Pour n = 0,onauy = 1let a; € [1,3] donc |ug—a| <2 = <2> . La proposition

P, est donc vraie.
Hérédité : On suppose la proposition &7, vraie pour un certain rang n > 0. On a alors
1 . . -
|1 — aq| < Elun — ayq| d’apres la question précédente
1 n—1
—>|tup1 — 1] < 5 X (2) hypothese de récurrence

1 n
:>|Un+1 - 041| < <2>

La proposition &7, est vraie. La suite de proposition (2,) est héréditaire.
Conclusion : On a

1 n—1
Vi € N, fun — o] < (5)

n—1
Si(3)" <107 alors fu, — anf < 1074

(;)n_l <10 <= (n—1)In (;) < —41n(10)
<= (n—1)>4In(10) /In(2)
<=n>1+4In(10)/1In(2)

qui est réalisé pur la partie entiere plus 1.
Conclusion : |ng = |1+ 41In(10) /In(2)| + 1 la condition est réalisée.

Dérivabilité, étude de fonctions et suites. M Leboucher



ECE1 Correction Devoir maison n°9 2019-2020

(e) Programme Scilab

n0 = floor(1+ 4 * log(10)/log(2)) + 1

u-=1
for k =1 : n0

u =1+ log(l+u)
end

disp (n0, u)

Exercice 3 ,
On considere la fonction f : x — e~ . On définit la suite (u,) par

up € [0, 1], Vn € Nyupi1 = f(un)
1. On pose g la fonction définie sur [0, 1] par g(z) = f(z) — «. La fonction g est dérivable sur [0, 1] et
g'(x) = —ze=**/2 — 1. Sur [0,1] on a ¢/(z) < 0 donc
— g est continue sur [0, 1].
— ¢ est strictement décroissante sur [0, 1].
g0, 1)) = [~ 1,1]

Or 0 € [e"/2 —1,1] donc, d’aprés le théoréme de la bijection, L’équation g(x) = 0 admet une unique
solution sur [0, 1].

Il existe donc un unique « € [0, 1] tel que f(z) = x.

2. (a) Soit z € [0, 1], c’est a dire

0<z<1
— O<x—2<1
-2 72
— O>—Ij>—1
2 — 2
= 1>6_§Z€_%>0

La fonction f est stable par [0, 1].

(b) On montre par récurrence les propriétés suivantes &, : {u, € [0, 1]}.
— Initialisation : uy € [0, 1] donc la propriété &, est vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc u,, € [0, 1] et
Upt+1 = f(un) € [07 1]

La proposition &,,,1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est
héréditaire.

— Conclusion : |Pour tout n € N, u,, € [0,1].

3. (a) f est dérivable sur [0, 1] et

Ve e[0,1], fl(z)=—ze"/?<0
Comme z € [0,1], on a

z < 1 = e @°/2 > 12

Dérivabilité, étude de fonctions et suites. M Leboucher
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De plus —x > —1 donc

1
0>~z > ——p = 0> /(1) 2 -

Sl

On en déduit

Ve el0,1],  |f(z)] <

Rl

(b) On sait que

— La fonction f est dérivable sur [0, 1]

1
— On a la relation Vz € [0,1], |[f'(z)] < 7

— VneN, u, €[0,1] et € 0,1].

Donc d’apres I'inégalité des accroissements finis

£ (un) — F(a)] < ;g'“n al.

Comme u, 1 = f(uy,) et f(a) =, on a

Vn € Na ’un+1 - O“

1
<7
< \/E!un

1 n
(c) On montre par récurrence les propriétés suivantes &2, : {|un —al < () }

Ve
— Initialisation : &, s’écrit |ug — a| < 1, or up € [0,1] et o € [0,1] donc la distance entre
ces deux nombres est inférieure a 1 et donc la propriété &, est vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc |u, — a| <

1 n
( ) . Et d’apres la question précédente :

NG

- 1 y 1 n _ 1 n+1

T Ve \We ~\We
La proposition &1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est
héréditaire.

1 n
— Conclusion : |Pour tout n € N, |u,, —a| < .
Ve

1
(d) Comme —= €| — 1;1[, on a

\/_
n \/_

Par le théoreme des gendarmes,

(u,) est convergente et lim w, = a.
n—-+0o
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